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Calcul différentiel : notes de cours et compléments

2. Théorémes généraux

2.1. Opérations algébriques.
On désigne par E, F, F, F», G des R—ev de dimensions finies, U ouvert de E, xg un point de U.
Proposition 6 (Opérations algébriques).

1. Soient f,g: U — F, \,u € R des scalaires.
Supposons

f et g différentiables en xq (resp. diff. sur U, C* sur U)
Alors
M + pg est différentiable en xq (resp. diff. sur U, C* sur U), avec
[ A\ + pg) (o) = Adf(wo) + pdg (o) |

2. Plus généralement, soient f,g: U — F, \,pU — R des fonctions scalaires.
Supposons

f, g, X et p différentiables en xq (resp. diff. sur U, C* sur U)
Alors

x = M) f(x) + u(x)g(x) est différentiable en zo (resp. diff. sur U, C' sur U), avec
pour tout h € K

d(\f + pg)(20) (h) = A(wo)-df (w0)(h) + dA(wo) (). f (z0) + (wo)-dg(0) (h) + dp(wo) (h).g(wo) |

3. Soient f; : U — F; (i = 1,2) deuz applications et B : F} x Fy — G une application bilinéaire.
Supposons

f1 et fo différentiables en xq (resp. diff. sur U, C* sur U)
Alors

[z B(fi(x), folx)) est différentiable en xo (resp. diff. sur U, C* sur U), avec pour
tout h € £

[ df (20)(h) = B(dfa(x0)(h), fo(w0)) + B(fi(wo), dfa(wo)(h)) ]

4. Soient f,g: U — K.
Supposons

f et g différentiables en xq (resp. diff. sur U, C* sur U)
g(w0) # 0
Alors
f/g est différentiable en xo (resp. diff. sur U, C* sur U), avec pour tout h € E
) <f> (o)1) = LD @) (0) ~ o) dg(a) ()|
9 9(z0)
5. Soit f: U — F une application et V. C U un ouvert de U. Supposons
f différentiable en xqo (resp. diff. sur U, C* sur U)
Alors
La restriction de f a 'V, f,,, est différentiable en xq (resp. diff. sur'V, ctosur V), avec

dfj,, (xo) = df(xo) |
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Démonstration.
1. Immédiat en partant de la définition, par somme de DL.

2. Se démontre a partir du point 3 : lapplication B : R x F' — F, (\,y) — Ay est en effet
bilinéaire, donc par composition x — B(\(x), f(x)) est différentiable en xg de différentielle
h = B(dA(z0)(h), f(z0)) + B(A(xo),df(z0)(h)) = Alwo).df(zo)(h) + dA(zo)(h).f(z0). On
conclut par somme de différentielles.

3. On écrit par bilinéarité

fz+h) = B(fi(z+h), f2(x+h)) (o) +df1(zo)(h)+ O(h),f2($0)+df2(fco)(h)+0(h))

=5(#
= B(fia0), falwo) ) +B(dfi (o) (h), folao) )+ B fi(wo), dfalwo) (h) )+
B( fi(w0)+d fi(z0) () +o(h), o(h) ) +B (o(h), fa(ao)+dfa(wo) (h)+o(h) )+ B(dfs(wo)(h), dfa(wo) ().

Les trois derniers termes sont des o(h) en vertu de l'inégalité || B(z1,x2)|| < C||z1||.||z2||. Par
exemple pour g continue en x :

1B(g(x), [Inlle)I] < Cllg@)[I12]-le(r)] < C"I7]-[e(h)]| par bornitude de g au voisinage
de x¢ et

1B(df1(x0) (k). dfa(ao)() || < Clldfa(ao)(B)]ldfalzo)(B)]| < €[> (par continnité des

appl. linéaires que sont les différentielles en x)

4. On calcule le taux d’accroissement en g comme dans le cas des fonctions d’une variable

f(xo + h) f(x(]) _ f(:CO + h)g(l’o) - 9(550 + h)f(al'()) et on injecte les DL de f et g en .

glzo+h)  gl(zo) g(wo + h)g(zo)

Il reste
g(x).df(zo)(h) — f(x0).dg(xo)(h)
oGo + Wg(zo) B

O

Deux cas particuliers intéressants :

e Si fi, fo: U — F ou F est euclidien, on peut considérer g(z) = (f1 ()] fg(l‘)) — ce qui revient &
appliquer le point 3 avec B(y1,y2) = (yl | y2>. On obtient alors dg(z¢)(h) = (dfl (zo)(h) | fg(xo)) +
(Fr(@o) | dfalwo)(m)).

e Encore plus particuliérement, si F' = R, on peut prendre g(x) = fi(z).f2(z), et il vient alors
dg(zo)(h) = fa2(w0).df1(z0)(h) + fi(x0).df2(z0)(h).
Proposition 7 (Différentiabilité et applications coordonnées).
1. Soient f; : U — F; des application (i=1,...,p).
Alors en notant f : U — F = Fy x - -+ x F, Uapplication donnée par f(x) = (fl (x),..., fp(x)>
on a l’équivalence
(i) chaque f; (i =1,...,p) différentiable en xq (resp. diff. sur U, C' sur U)
(ii) f est différentiable en zo (resp. diff. sur U, C' sur U)

Si tel est le cas on la relation |df(xzg)(h) = (dfl(xo)(h), . ,dfp(mo)(h))

2. Soient f: U — F une application et Bp = (€1,...,¢p) une base de F'. Alors en notant f; les
applications coordonnées de f, i.e. de sorte que f(x) = fi(z)er + -+ + fp(x)ep pour tout x,
on a l’équivalence

(1) chaque f; (i =1,...,p) différentiable en xq (resp. diff. sur U, C* sur U)
(ii) f est différentiable en zo (resp. diff. sur U, C' sur U)
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P
Si tel est le cas on la relation |df(xo)(h) = del(aro)(h)51 + -+ dfp(zo)(h)ep
i=1

Démonstration. On traite seulement le premier point, le 2nd étant en tout point similaire.

Dans le sens direct, on écrit f(zg + h) = (fl(aco +h),..., fplzo + h)) = (fl(aco), e ,fp(azo)> +

<df1 (zo)(h),. .. ,dfp(:co)(h)> + o(h) et le tour est joué.

Pour le sens réciproque, on écrit f; = m; o f ol m; est la projection associant & x sa iéme coordonnée ;
on s’en sort alors par composition, ou directement en notant que si L est linéaire et f différentiable
en zg alors Lo f est différentiable en xg avec d(L o f)(z9) = L odf(xo). En effet, on a

L(f(zo + h)) = L(f(x0) + df(zo)(h) + [[hlle(h)) = L(f(x0)) + L(df(z0)(h)) + || Al L(e(h)). -
=o(h)

2.2. Composition

Proposition 8. Soient
e £ F .G des R-ev de dimension finie,
e U CE,V CG des ouverts,
o f:U—=Fetg:V — G des applications telles que f(U) C V.
ez €U etyo= f(xo)
Supposons

f différentiable en zo (resp. diff. sur U, C* sur U).
g différentiable en yo (resp. diff. sur'V, C* sur V).
Alors go f est différentiable en xq (resp. diff. sur U, C* sur U) et l'on a
(g £)(wo) = dg(yo)  df (w0) = dg(f(w0) )  df (w0)

Démonstration. On écrit pour h assez petit
(9o f)xo+h) = g(f(xo) +df(zo)(h) + HhHé‘l(h)) = 9(yo) + dg(yo) (k) + [Iklle2(k)

=k
En remplacant k& par sa valeur, on en tire

dg(yo) (k) = dg(yo) (a (zo) () +IBlle1 (k) ) = dg(yo) (4 (z) () ) +[|lldg(yo) (<1()) + le 20d terme
est donc un o(h)

de la méme maniére, on écrit || k|le2(k) = ||df(x0)(h)+||h|le1(h)|es(h) ot es(h) — 0 par composition,
et par IT on en tire

1df (zo)(R) + [Ihller(R)I] < [|df (zo) (R[] + [IA[-lex ()] < CIAll + [|A]]-ler(h)]| par caract. des appl.
lin. continues, ce qui donne bien ||k|/e2(k) = o(h). O

4.2. Notion de tangence

Définition 11 : arc et tangence. Soit £ un R—ev de dim finie.

On appelle arc paramétré toute application v : [0,1] — E de classe C*.
e L’image de 7, ie ([0, 1]), s’appelle le support de l'arc.
On appelle point régulier de I'arc tout couple (to,v(to)) tel que ~'(¢g) # 0.

La tangente en un point régulier (to,v(tg)) est la droite passant par (o) et dirigée par +'(tg).
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On peut décrire paramétriquement la tangente en 7(f9) comme ’ensemble des points x € FE tels
que z — ¥(tg) = (t — to)¥ (to) pour un certain ¢ € R.

Définition 12 : Vecteur tangent a une partie. Soit £ un R—ev de dim finie, X C E une partie
non vide et g € X. Un vecteur u € F est dit tangent & X en zq s’il existe un arc paramétré v dont
le support est inclus dans X tel que v(0) = zg et 7/(0) = u.

L’espace vectoriel tangent & X en zg est I’ensemble des vecteurs u tangents & X en zg. On le
note ?1‘0 (X).
L’espace affine tangent & X en z( est le sous-ensemble 7,,(X) de E paralléle a ?xo (X), translaté
par xg : on a donc T, (X) =z + ?xO(X).
En pratique, si X est suffisamment réguliére, ?xo (X) est un ss-ev de E et Ty, (X) est un sous-espace
affine dirigé par ?mo (X). Mais cette régularité est difficile & définir (et hors programme de toute
fagon) : c’est la notion de sous-variété.

Exemple 1 : graphe d’une fonction. Soit f : R> — R supposée C!, et soit X le graphe de f, ie
X = {(z,y, f(z,9)) : (z,y) € R*} C R>. Alors I'espace tangent & X en un point (2o, 3o, f (20, %0))
du graphe 7 ,,(X) est le plan d’équation z = 9y f(xo,yo)x + O2.f (20, yo)y (donc 'espace affine tan-
gent est le plan affine d’équation z — zg = (z — x0)01 f(z0, yo) + (v — y0)2.f (z0, Yo))-

On procéde par double inclusion.
C Soit v un arc inclus dans le graphe : on peut donc écrire y(t) = (:E(t), y(t), f(z(t), y(t))) et donc

par composition ~/(t) = (a:’(t), V(1) 2 (1) f ((t), y(1)) + o/ (£)Dof ((2), y(t))). En faisant t = 0, il

vient qu’en notant 7/(0) = u = (ug, uy, u;), on a la relation |u, = w01 f(wo, yo) + uyO2f (0, yo) |

O Réciproquement, si u = (ug,uy, u;) vérifie u, = w01 f(xo,y0) + uyO2f(xo,y0), posons z(t) =

xo + tug et y(t) = yo + tuy et y(t) = (x(t), y(t), f(z(t), y(t))) Par dérivation d’'un composée, on a
Y (8) = (20, (), 2 (001 f (2(8), y(0) +9/ (D0 f (2(1), y(1)) ) = (s g, wed f (2(8), y(8)) +uy 02 (2(2), y(1)) )

et donc avec t = 0 il vient |+/(0) = (ux,uy,ux(?lf(xo,yo) + Uyagf(l‘(),yo)) = (ug, uy, u,) | comme

voulu.

Exemple 2 : gradient et surface de niveau. Soit f : R® — R une fonction C!, et X, la surface
de niveau f~'({c}), ic ensemble des = € R? tels que f(z) = c. Alors 'espace vectoriel tangent est
contenu dans 'orthogonal du gradient de f en x.

En effet soit v un arc de support inclus dans X, on a f(y(t)) = ¢ pour tout t, donc en dérivant

(Vf(’y(t)) |7'(t)) = 0 et en faisant ¢ = 0 il vient (Vf(xo) ]u) = 0 et donc u est orthogonal au

/

=5 (f(v(ﬂ))

gradient.

On peut montrer (& 'aide du théoréme d’inversion locale, hors programme aujourd’hui) que 'inclu-
sion inverse est vraie si V f(xg) # 0, et on retient que le gradient est orthogonal aux (hyper)surfaces
de niveau (dirigé vers les grandes valeurs de f).

Ceci motive 'algorithme du gradient (& pas constant, puis optimal), dont le principe est de
donner une procédure numérique permettant d’approcher un point en lequel une fonction atteint
un minimum ou un maximum, en suivant & partir d’'un point initial, la direction opposée a celle
donnée par le gradient.



