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Familles sommables de nombres réels.

1 Notion de famille sommable de réels ou de complexes.

1.1. Rappels relatifs à R.

1.1.1. L’ensemble R “ RY t´8,`8u est muni de l’unique ordre prolongeant celui de R tel que
´8 ă x ă `8 pour tout x P R : ainsi R possède un plus grand et un plus petit élément.

1.1.2. Toute partie A de R non vide et majorée (resp. minorée) possède une borne sup. (resp.
une borne inf.) dans R. Si A n’est pas majorée (resp. minorée) dans R, vue comme partie de R,
`8 (resp. ´8) est donc le seul majorant (resp. minorant) de A : on pose alors supA “ `8 (resp.
inf A “ ´8).
Avec ces convention, toute partie de R (et même de R) possède une borne sup. et une borne inf.
Retenir les équivalences, pour A Ă R :
supA “ `8 ô A n’est pas majorée (dans Rq et supA ă `8 ô A est majorée (dans R).

1.1.3. On peut aussi prolonger partiellement à R l’addition et la multiplication réelle, en posant
x˘8 “ ˘8` x “ ˘8 pour tout x P R, xˆ p˘8q “ p˘8q ˆ x “ ˘signepxq8 pour tout x ‰ 0.

On pose aussi 0ˆ8 “ 0, convention commode pour énoncer les théorèmes généraux realtifs aux
opérations sur les sommes : on se convaincra que cette convention n’engendre pas de paradoxe, et
que la distributivité est préservée.

Mais on ne définit pas `8´8. Comme dans l’étude des limites, toute tentative de définition
aboutit à un paradoxe.

1.2. Familles sommables de réels positifs. I désigne un ensemble que le programme officiel
suppose dénombrable, mais cette hypothèse n’intervient nulle part dans ces notes, on ne la fera donc
pas : I est donc quelconque.
On notera KI l’ensemble des familles pxiqiPI d’éléments de K – en d’autres termes, l’ensemble des
applications de I dans K (on note xi au lieu de fpiq).

1.2.1. Somme d’une famille de positifs . Soit pxiqiPI une famille de R`. Pour toute partie
I0 Ă I finie, la «somme partielle»

ř

iPI0
xi est bien définie dans R` (et dans R si les xi sont tous

réels). On pose, et cela fait sens dans R` :

ÿ

iPI

xi :“ supt
ÿ

iPI0

xi : I0 Ă I finie u

on a donc
ř

iPI xi P R`.

1.2.2. Définition. Une famille pxiqiPI de réels positifs est dite sommable si
ř

iPI xi ă `8,
i.e. si l’ensemble formé des

ř

iPI0
xi quand I0 varie parmi les parties finies de I est un ensemble

majoré de R.
Bien entendu, une famille pxiqiPI ne peut être sommable si l’un des xi est infini.

1.3. Familles sommables de nombres complexes.
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1.3.1. Définition. Une famille pxiqiPI de nombres complexes est dite sommable si la famille
des réels positifs p|xi|qiPI l’est, autrement dit, par définition :

pxiqiPI est sommable ô
ÿ

iPI

|xi| ă `8

De cette sorte, la plupart des assertions relatives à la sommabilité se démontrent en se ramenant
au cas positif. Un bon réflexe consiste à prendre les modules avant de réfléchir.

1.3.2. Somme d’une famille sommable de complexes. Donnons ici la formule définissant la
somme d’une famille sommable de complexes – on ne pourra la justifier que plus loin : la cahier des
charges est que cette extension permette de conserver les propriétés de la somme portant sur des
ensembles finis (linéarité, positivité, Fubini etc) et on a besoin d’un peu de théorie pour y parvenir :
cf 2.1.2. Pour faciliter le repérage, indiquons ici :
‚ Pour une famille sommable pxiqiPI de nombres réels, on pose

ÿ

iPI

xi “
ÿ

iPI

x`i ´
ÿ

iPI

x´i

avec x` “ maxpx, 0q, x´ “ maxp´x, 0q, de sorte que x “ x` ´ x´ et |x| “ x` ` x´ pour tout réel
x.
‚ Pour une famille sommable pxiqiPI de nombres complexes, on pose

ÿ

iPI

xi “
ÿ

iPI

Repxiq ` i
ÿ

iPI

Impxiq

2 Théorèmes généraux.

I désigne à nouveau un ensemble quelconque.

2.1. Critères de sommabilité.

2.1.1. Une reformulation de la définition.

Proposition 1. Une famille pxiqiPI de K est sommable si et seulement si il existe M ě 0 tel que
ř

iPI0
|xi| ďM pour toute I0 Ă I finie

Les sommes finies
ř

iPI0
xi s’appellent parfois sommes partielles de la famille des xi.

Illustrations :

1. Soit pxiqiPI une famille de K.

‚ Si les xi sont tous ě 0, alors on a, pour tout J Ă I,
ÿ

jPJ

xj ď
ÿ

iPI

xi .

‚ Si les xi forment une famille sommable, alors toute sous-famille des xi est sommable,
i.e. pour tout J Ă I, pxjqjPJ est sommable.
En effet, dans le cas positif, on a

ř

iPI0
xi ď

ř

iPI xi pour toute I0 Ă I finie ; on a aussi
ř

jPJ0
xj ď

ř

iPI xi pour toute J0 Ă J finie, vu que J0 Ă I. Ainsi,
ř

iPI xi est un majorant
des sommes partielles de la famille des xj , j P J , et donc majore

ř

jPJ xj . Le cas général s’en
déduit, en remplaçant la famille des xi par celle des |xi|.
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2. Soient pxiqiPI et pyiqiPI des familles de carré sommable, i.e. telles que
ř

iPI |xi|
2 et

ř

iPI |yi|
2

sont ă `8. Alors pxiyiqiPI est sommable et on a

pCSq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ÿ

iPI

xiyi

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

d

ÿ

iPI

|xi|2
ÿ

iPI

|yi|2

En effet, pour toute I0 Ă I finie on a
ř

iPI0
|xiyi| ď

b

ř

iPI0
|xi|2

ř

iPI0
|yi|2 par (CS) usuel, et

donc
ř

iPI0
|xiyi| ď

?
MM 1 en désignant par M et M 1 des majorants des sommes partielles de

droite : d’où la sommabilité de pxiyiqiPI et la majoration
ř

iPI |xiyi| ď
?
MM 1 (la borne sup

est le plus petit des majorants). L’inégalité triangulaire, énoncée plus loin, permet d’obtenir
la majoration voulue, en prenant M et M 1 égaux aux sommes des familles des |xi|2 et |yi|2.

2.1.2. Critère de majoration.

Proposition 2. Soient paiqiPI et pbiqiPI deux familles de réels positifs.
Supposons�� ��hyp pour tout i, ai ď bi.

Alors on a, dans R`,�� ��C`
ř

iPI ai ď
ř

iPI bi.

Démonstration. En effet, pour tout I0 Ă I finie on a
ř

iPI0
ai ď

ř

iPI0
bi ď

ř

iPI bi, donc le réel
ř

iPI bi
majore les sommes partielles de paiqiPI , d’où le résultat en qualité du plus petit des majorants de
la borne sup.

Corollaire (Critère de majoration). Soient paiqiPI et pbiqiPI deux familles de K. Supposons�� ��hyp1 pbiqiPI sommable,�� ��hyp2 pour tout i, |ai| ď bi.
Alors�� ��C` paiqiPI est sommable.

Démonstration. En effet, d’après la proposition précédente, on a
ř

iPI |ai| ď
ř

iPI bi ă `8, d’où le
résultat.

Justification de la définition de la somme. Soit pxiqiPI une famille sommable de réels. Les
majorations x`i ď |xi| et x

´
i ď |xi| assurent que les familles de réels positifs px`i qiPI et px´i qiPI sont

sommables, par majoration. Ainsi, le nombre
ÿ

iPI

xi :“
ÿ

iPI

x`i ´
ÿ

iPI

x´i est bien défini.

‚ Pour une famille sommable pxıqıPI de nombres complexes, on a |Repxıq| ď |xı| et |Impxıq| ď |xı|,
donc les familles pRepxıqq et pImpxıqq sont des familles sommables de réels, donc on peut définir

correctement
ÿ

ıPI

xı :“
ÿ

ıPI

Repxıq ` i
ÿ

ıPI

Impxıq .

Remarque : Cette définition est la seule raisonnable possible : en effet, vu que xi “ x`i ´ x´i , si
la somme existe et qu’elle est linéaire, on doit avoir

ř

iPI xi :“
ř

iPI x
`
i ´

ř

iPI x
´
i par linéarité. On

verra que cette linéarité n’est pas tout à fait triviale à établir.

2.2. Propriétés de la somme Toutes les assertions relatives aux familles ě 0 sont vraies pour
des familles deR` : c’est en fait trivial si l’un des xi est`8, mais très utile pour formuler simplement
le théorème de sommation par paquets.
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2.2.1. Linéarité

Proposition 3. Soient paiqiPI , pbiqiPI P KI , λ, µ P K.

1. Si les ai, les bi, λ et µ sont tous positifs alors on a dans R`
ÿ

iPI

pλai ` µbiq “ λ
ÿ

iPI

ai ` µ
ÿ

iPI

bi

avec la convention 0ˆ8 “ 0 (si λ “ 0 et
ř

iPI ai “ `8 par ex)

2. Dans le cas général, si paiqiPI et pbiqiPI sont supposées sommables, alors pλai ` µbiqiPI l’est
aussi et l’on a dans K

ÿ

iPI

pλai ` µbiq “ λ
ÿ

iPI

ai ` µ
ÿ

iPI

bi

Démonstration.
‚ Le cas ě 0. Soit I0 Ă I, on a
ř

iPI0
pλai`µbiq “ λ

ř

iPI0
ai`µ

ř

iPI0
bi ď λ

ř

iPI ai`µ
ř

iPI bi et donc
ÿ

iPI

pλai ` µbiq ď λ
ÿ

iPI

ai ` µ
ÿ

iPI

bi .

Dans l’autre sens, on écrit d’abord
λ
ř

iPI0
ai ` µ

ř

iPI0
bi “

ř

iPI0
pλai ` µbiq ď

ř

iPIpλai ` µbiq. Ceci vaut pour tout I0, donc si l’on se
donne A ă

ř

iPI ai et B ă
ř

iPI bi, on aura λA`µB ď
ř

iPIpλai`µbiq (en prenant I0 suffisamment
grosse pour que les sommes partielles des ai et des bi dépassent A et B respectivement) ce qui

entraîne λ
ÿ

iPI

ai ` µ
ÿ

iPI

bi ď
ÿ

iPI

pλai ` µbiq en faisant tendre A et B vers les sommes des ai et des

bi.
‚ Cas général.

On justifie d’abord la sommabilité de pλai`µbiqiPI : par it on a |λai`µbi| ď ci :“ |λ||ai|`|µ||bi|.
La famille pciq est une combinaison linéaire positive de familles positives, le 1er point s’applique et
fournit, dans R` :

ÿ

iPI

ci “ |λ|
ÿ

iPI

|ai| ` |µ|
ÿ

iPI

|bi| ă `8 par hyp.

d’où la sommabilité.
L’égalité entre les sommes se prouve en se ramenant au cas ě 0. On écrit pour cela, pour tout

i P I,

pλai ` µbiq
` ´ pλai ` µbiq

´ “ λai ` µbi “ pλ
` ´ λ´qpa`i ´ a

´
i q ` pµ

` ´ µ´qpb`i ´ b
´
i q,

on développe et on regroupe pour avoir

pλai ` µbiq
` ` λ´a`i ` λ

`a´i ` µ
´b`i ` µ

`b´i “ pλai ` µbiq
´ ` λ`a`i ` λ

´a´i ` µ
`b`i ` µ

´b´i

On peut sommer sur i ces égalités et par linéarité positive on a dans R` (en fait dans R car les
familles sont toutes sommables) et l’on regroupe les termes ce qui donne d’abord
ÿ

iPI

pλai`µbiq
`´

ÿ

iPI

pλai`µbiq
´ “ λ`p

ÿ

iPI

a´i
ÿ

iPI

a´i q`λ
´p
ÿ

iPI

a´i ´
ÿ

iPI

a`i q`µ
`p
ÿ

iPI

b`i ´
ÿ

iPI

b´i q`µ
´p
ÿ

iPI

b´i ´
ÿ

iPI

b`i q

d’où le résultat.
Le cas complexe se traite de façon analogue, sans difficulté supplémentaire, en séparant parties

imaginaires et réelles.

Corollaire (Croissance de la somme). Soient paiqiPI et pbiqiPI deux familles de R.
Supposons
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Alors on a, dans R,�� ��C`
ř

iPI ai ď
ř

iPI bi.

Démonstration. On a ci :“ bi ´ ai ě 0, donc par croissance dans le cas positif
ř

iPI ci ě 0, puis par
linéarité, on en déduit

ř

iPI bi ´
ř

iPI ai ě 0 d’où le résultat.

Remarque : Attention à la similitude avec la prop 2.
On peut résumer ainsi les deux précédents résultats :

Corollaire. Notons `1pIq ou `1pI,Kq “ tx “ pxiqiPI ;
ř

iPI |xi| ă `8u.
Alors `1pI,Kq est un sous-ev de KI et S : x ÞÑ

ř

iPI xi est une forme linéaire positive (et donc
croissante) sur `1pI,Kq.

Corollaire (Inégalité triangulaire.). Soit pxiqiPI une famille sommable de K. On a alors

pIT q
ˇ

ˇ

ˇ

ÿ

iPI

xi

ˇ

ˇ

ˇ
ď

ÿ

iPI

|xi|

Démonstration. Notons S “
ř

ıPI xı. On a |S| “ Seiθ pour un θ P R, et donc |S| “
ř

ıPIpxıe
iθq,

qui est un réel. Par définition de la somme de complexes, on a donc |S| “
ř

ıPI Repxıe
iθq `

i
ř

ıPI Impxıe
iθq. La partie imaginaire étant nulle, il reste |S| “

ř

ıPI Repxıe
iθq et comme |Repzq| ď

|z|, on en tire par croissance de la somme |S| “
ř

ıPI Repxıe
iθq ď

ř

ıPI |xı|.

2.2.2. Invariance vis-à-vis de l’ensemble de sommation.

Proposition 4. Soient
‚ I, J deux ensembles équipotents,
‚ ϕ : J Ñ I une bijection,
‚ pxiqiPI une famille,
Posons, pour j P J , yj :“ xϕpjq.
Supposons�� ��hyp les xi sont tous ě 0

Alors on a, dans R`,�� ��C`
ř

iPI xi “
ř

jPJ yj.

Démonstration. Soit J0 Ă J une partie finie, on a
ř

jPJ0
yj “

ř

jPJ0
xϕpjq “

ř

iPϕpJ0q
xi ď

ř

iPI xi, donc la somme des xi majore les sommes partielles

des yj , d’où la majoration
ÿ

jPJ

yj ď
ÿ

iPI

xi en qualité de plus petit majorant de la borne sup.

Comme on a aussi xi “ yϕ´1piq, en échangeant x et y et en remplaçant ϕ par ϕ´1, on a
ÿ

jPJ

yj ě
ÿ

iPI

xi ,

d’où le résultat.

On en déduit immédiatement, par définition de la somme d’une famille sommable et par linéarité
désormais acquise :
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Corollaire. Soient
‚ I, J deux ensembles équipotents,
‚ ϕ : J Ñ I une bijection,
‚ pxiqiPI une famille de K,
Posons, pour j P J , yj :“ xϕpjq.
Supposons�� ��hyp pxiqiPI sommable
Alors,�� ��C`1 pyjqjPJ est sommable et�� ��C`2 on a dans K :

ř

iPI xi “
ř

jPJ yj.

2.2.3. Familles sommables indexées par N et séries

Proposition 5. Soit pxnqnPN une suite de réels positifs. On a alors, dans R`,�� ��C`
ř

nPN xn “
ř8
n“0 xn.

Démonstration.
‚ Pour tout n ě 0, Nn “ rr 0, n ss est une partie finie de N, et donc on a

řn
k“0 xk ď

ř

kPN xk, et donc

en faisant nÑ8 par passage à la limite dans les inégalités il vient
8
ÿ

n“0

xn ď
ÿ

nPN

xn .

‚ Soit I0 Ă N une partie finie : I0 est donc majorée, et pour un n convenable on a donc
ř

iPI0
xi ď

řn
k“0 xk ď

ř8
k“0 xk. Les sommes

ř

iPI0
xi sont donc majorées par

ř8
k“0 xk, leur sup aussi

et donc
ÿ

nPN

xn ď
8
ÿ

n“0

xn .

Si les xn sont dans K, en appliquant cette proposition à p|xn|q et en usant de la linéarité de la
somme on en tire :

Corollaire. Soit pxnqnPN une suite de K. On a équivalence
(i) pxnqnPN est sommable,
(ii) la série

ř

xn est absolument convergente.
Si tel est le cas, on a alors

ř

nPN xn “
ř8
n“0 xn

On en déduit un premier résultat portant sur les séries numériques

Corollaire. Soient
‚
ř

xn une série numérique,
‚ σ : NÑ N une bijection,
Supposons�� ��hyp

ř

xn absolument convergente
Alors,�� ��C`1

ř

xσpnq est absolument convergente et�� ��C`2 on a dans K :
ř8
n“0 xn “

ř8
n“0 xσpnq.

Démonstration. Par invariance vis-à-vis de l’ensemble d’indices, les familles pxσpnqq et pxnq sont
simultanément sommables (ou pas) et de sommes égales. Quand tel est le cas, la proposition précé-
dente fait le lien avec les sommes des séries associées.

Remarque : La proposition est fausse dans le cas d’une série
ř

xn convergente mais non absolument
convergente (e.g. xn “ p´1qn{n ` 1). On peut montrer alors que pour tout réel x, il existe une
bijection σ : NÑ N telle que

ř8
n“0 xσpnq “ x (cf Centrale psi 2009 1ère).
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2.2.4. Exercice. Soient I un ensemble, A Ă I une partie et pxiqiPA une famille de K que l’on
prolonge en une famille indexée par I en posant rxi “ xi si i P A, et rxi “ 0 pour i R A. Montrer que
si les xi sont tous ě 0, alors on a dans R :

ř

iPA xi “
ř

iPI rxi, puis, dans le cas général, que pxiqiPA
est sommable si et seulement si prxiqiPI l’est, avec égalité des sommes quand cela est le cas.
Indication : Pour A0 Ă A finie, on a

ř

iPA0
xi “

ř

iPA0
rxi ď

ř

iPI rxi, et pour I0 Ă I finie, on a
ř

iPI0
rxi “

ř

iPAXI0
xi ď

ř

iPA xi.

3 Sommation par paquets et conséquences.

Les résultats de cette section sont les plus importants de ce chapitre. Les théorèmes de sommation
par paquets sont aussi des critères puissants pour établir la sommabilité d’une famille, complétant
ainsi ceux de la section précédente.

3.1. Le théorème de sommation par paquets.

3.1.1. Le cas des familles ě 0 .

Théorème 1 (Sommations par paquets, cas ě 0.). Soient :
‚ I,Λ des ensembles,
‚ pxiqiPI une famille,
‚ pIλqλPΛ une partition de I (i.e. une famille de parties de I non nécessairement non vides, deux à
deux disjointes dont la réunion est I).
Supposons�� ��hyp Pour tout i, xi ě 0.

Alors, on a dans R`�� ��C`
ÿ

iPI

xi “
ÿ

λPΛ

´

ÿ

iPIλ

xi

¯

.

Démonstration. Il sera commode de noter SpIλq “
ř

iPIλ
xi (correctement dans R`)

‚ Soit Λ0 Ă Λ et, pour λ P Λ0, Iλ,0 Ă Iλ des parties finies. D’après le cours sur les sommes finies on
a, en notant I0 “

Ť

λPΛ0
Iλ,0,

ř

λPΛ0
SpIλ,0q “

ř

iPI0
xi, et par conséquent

ř

λPΛ0
SpIλ,0q ď

ř

iPI xi.
Soient, pour tout λ, Aλ des réels tels que Aλ ă SpIλq. Par définition de la somme d’une fa-
mille de réels ě 0, pour Iλ,0 assez grande (au sens de l’inclusion), on aura Aλ ď SpIλ,0q et donc
ř

λPΛ0
Aλ ď

ř

iPI xi. On fait alors tendre Aλ vers SpIλq pour tout λ P Λ0 et on en tire
ř

λPΛ0
SpIλq ď

ř

iPI xi. Ainsi, le nombre
ř

iPI xi majore les sommes partielles de la famille
´

SpIλq
¯

λPΛ
, d’où

ÿ

λPΛ

SpIλq ď
ÿ

iPI

xi .

‚ Soit I0 Ă I finie et Λ0 l’ensemble (fini) des λ tels que Iλ,0 :“ Iλ X I0 ‰ H. On a, du fait
de l’inclusion I0 Ă

Ť

λPΛ0
Iλ,0,

ř

iPI0
xi ď

ř

λPΛ0
SpIλ,0q, lui même ď

ř

λPΛ0
SpIλq, d’où enfin

ř

iPI0
xi ď

ř

λPΛ SpIλq, ce qui fournit, par caractérisation de la borne sup comme le plus petit

des majorants,
ÿ

iPI

xi ď
ÿ

λPΛ

SpIλq .

3.1.2. Le cas général. Le théorème de sommation par paquets fournit alos un nouveau critère
permettant de prouver la sommabilité d’une famille.
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Théorème 2 (Sommations par paquets, cas général.). Soient :
‚ I,Λ des ensembles,
‚ pxiqiPI une famille de K,
‚ pIλqλPΛ une partition de I (i.e. une famille de parties de I non nécessairement non vides, deux à
deux disjointes dont la réunion est I).
Supposons�� ��hyp pxiqiPI sommable.

Alors,�� ��C`1 Pour tout λ P Λ, la famille pxiqiPIλ est sommable,�� ��C`2 en notant sλ “
ř

iPIλ
xi, la famille psλqλPΛ est sommable et�� ��C`3 on a l’égalité dans K :

ÿ

iPI

xi “
ÿ

λPΛ

´

ÿ

iPIλ

xi

¯

.

Démonstration.
‚ La famille pxiqiPIλ est sommable en tant que sous-famille d’une famille sommable.
‚ Pour λ P Λ, on a par pIT q : |sλ| “

ˇ

ˇ

ˇ

ř

iPIλ
xi

ˇ

ˇ

ˇ
ď σλ

ř

iPIλ
|xi|. Le théorème de sommation par

paquets cas ě 0 assure que pσλqλPΛ est sommable (de somme
ř

iPI |xi| ă `8, d’où le résultat par
majoration.
‚ L’égalité finale se déduit du cas positif pour les familles de réels d’abord, puis de complexes.

Scholie : en pratique, le théorème de sommation par paquets s’utilise en deux temps :

1. On explicite d’abord une partition de I adaptée au problème à résoudre si elle n’est pas fournie.

2. On montre la sommabilité de pxiqiPI en montrant que
ř

λPΛ

´

ř

iPIλ
|xi|

¯

ă `8 (souvent en
calculant explicitement l’une après l’autre les deux sommes). Le théorème de sommation par
paquets ě 0 assure alors que

ř

iPI |xi| ă `8.

3. On calcule
ř

iPI xi à l’aide de C`3, en calculant explicitement l’une après l’autre les deux
sommes imbriquées, souvent par un calcul analogue.

3.2. Le théorème de Fubini. Dans le cas où l’ensemble d’indice I est de la forme I “ J ˆK,
on a deux partitions naturelles de I :

1. La partition par tranches verticales ptju ˆKqjPJ ,

2. celle à tranches horizontales pJ ˆ tkuqkPK
où bien sûr tjuˆK désigne l’ensemble des pj, kq quand k varie dans K. On obtient les deux résultats
suivants :

Théorème 3 (Fubini, cas ě 0.). Soient :
‚ J,K des ensembles,
‚ pxj,kqpj,kqPJˆK une famille.
Supposons�� ��hyp Pour tous j, k, xj,k ě 0.

Alors, on a dans R`�� ��C`
ÿ

pj,kqPJˆK

xj,k “
ÿ

jPJ

´

ÿ

kPK

xj,k

¯

“
ÿ

kPK

´

ÿ

jPJ

xj,k

¯

.
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Théorème 4 (Fubini, cas général.). Soient :
‚ J,K des ensembles,
‚ pxj,kqpj,kqPJˆK une famille de K.
Supposons�� ��hyp pxj,kqpj,kqPJˆK sommable.

Alors,�� ��C`1 Les familles pxj,kqkPK et pxj,kqjPJ , respectivement à j et k fixés, sont sommables,�� ��C`2 Les familles
´

ř

kPK xj,k

¯

jPJ
et

´

ř

jPJ xj,k

¯

kPK
sont sommables et�� ��C`3 on a l’égalité dans K :

ÿ

pj,kqPJˆK

xj,k “
ÿ

jPJ

´

ÿ

kPK

xj,k

¯

“
ÿ

kPK

´

ÿ

jPJ

xj,k

¯

.

3.3. Produits de sommes et produits de Cauchy. La théorie des familles sommables per-
met d’exprimer un produit de sommes sous la forme d’une seule somme, en changeant l’ensemble
d’indices.

Proposition 6 (Produits de sommes de familles.). Soient
‚ J,K ensembles,
‚ pxjqjPJ et pykqkPK deux familles de K.
Supposons�� ��hyp pxjqjPJ et pykqkPK sommables.

Alors,�� ��C`1 La famille pxjykqpj,kqPJˆKest sommable et�� ��C`2 on a l’égalité dans K
ÿ

pj,kqPJˆK

xjyk “
´

ÿ

jPJ

xj

¯

ˆ

´

ÿ

kPK

yk

¯

.

De plus, l’égalité donnée par
�� ��C`2 a lieu dans R` sans l’hypothèse de sommabilité, dès lors que les

xj et les yk sont tous positifs.

Démonstration. On applique le théorème de Fubini à la famille des zj,k :“ xjyk : la famille
pxjykqpj,kqPJˆK est sommable, vu que |xjyk| “ |xj ||yk| et que par Fubini positif on a
ř

pj,kqPJˆK |xj ||yk| “
ř

jPJ

´

ř

kPK |xj |
loomoon

indép. de k

|yk|
¯

“
ř

jPJ

´

|xj |
ÿ

kPK

|yk|

loomoon

indép. de j

¯

“

´

ř

jPJ |xj |
¯

ˆ

´

ř

kPK |yk|
¯

ă

`8. Du coup, l’usage du théorème de Fubini, cas général, est justifié et un calcul en tous points
analogue, mais sans modules, donne l’égalité voulue.
Le cas positif se traite pareillement, à l’aide du théorème de Fubini positif.

On obtient par récurrence sur p la généralisation suivante :

Corollaire. Soient
‚ p ě 1,
‚ I1, . . . , Ip ensembles et I “ I1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ Ip,
‚ pour tout ` P rr 1, p ss, pxi`qi`PI` des familles de K.
Supposons�� ��hyp pour tout ` P rr 1, p ss, pxi`qi`PI` sommable.

Alors,�� ��C`1 La famille pxi1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ xipqpi1,...,ipqPI est sommable et
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�� ��C`2 on a l’égalité dans K
ÿ

pi1,...,ipqPI

pxi1 ˆ ¨ ¨ ¨ ˆ xipq “

p
ź

`“1

´

ÿ

i`PI`

xi`

¯

.

De plus, l’égalité donnée par
�� ��C`2 a lieu dans R` sans l’hypothèse de sommabilité, dès lors que les

xi` sont tous positifs.

On en tire enfin un deuxième résultat sur les séries numériques (absolument convergentes)

Théorème 5 (Produit de Cauchy de séries absolument convergentes.). Soient
‚
ř

an et
ř

bn deux séries de K,
‚ pour tout n, cn :“

řn
k“0 akbn´k

Supposons�� ��hyp
ř

an et
ř

bn absolument convergentes.

Alors,�� ��C`1
ř

cn est absolument convergente et�� ��C`2 on a l’égalité dans K
8
ÿ

n“0

cn “
´

8
ÿ

n“0

an

¯

ˆ

´

8
ÿ

n“0

bn

¯

.

De plus, l’égalité donnée par
�� ��C`2 a lieu dans R` sans l’hypothèse de sommabilité, dès lors que les

an et bn sont tous positifs.

Démonstration.
‚ Par lien familles sommables-séries absolument convergentes, les familles pajq et pbkq sont som-
mables. Il en va donc de même de la famille p ajbk

loomoon

“xj,k

qpj,kqPN2 et d’après la proposition précédente sur

les produits de sommes, on a
ÿ

pj,kqPN2

xj,k “
´

8
ÿ

j“0

aj

¯

ˆ

´

8
ÿ

k“0

bk

¯

.

‚ On applique le théorème de sommation par paquets à pxj,kqpj,kqPN2 , à l’aide de la partition de
I “ N2 fournie par les In “ tpj, kq P I ; j ` k “ nu, quand n varie dans Λ “ N : on en tire que la

famille
´

ř

pj,kqPIn
xj,k

¯

nPN
est sommable et que

ÿ

pj,kqPN2

xj,k “
ÿ

nPN

´

ÿ

pj,kqPIn

xj,k

looooomooooon

“cn

¯

“

8
ÿ

n“0

cn .

Les deux égalités encadrées fournissent le résultat voulu.
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