MP; Lycée Joffre FONCTIONS D’UNE VARIABLE REELLE 2022-2023

Fonctions d’une variable réelle & valeurs vectorielles.

On désigne trasversalement dans ce texte, sauf mention du contraire, par :
e F un K-ev de dimension finie,

o %= (e1,...,e,) une base de E,

e [ un intervalle non réduit a un point,

e f g, etc des applications de I dans F.

On rappelle que les fonctions coordonnées de f relatives a la base % sont les fonctions f; : I - K (1 <k <n)
telles que f(z) =Y __, fu(z)e, pour tout z € I.

1 Dérivabilité.

1.1. Définitions.

1.1.1. Une application f: I — F est dite dérivable (resp. dérivable a droite, & gauche) en un point
g de I sile taux d’accroissement +(f(xo 4+ h) — f(z0)) posseéde une limite finie quand h — 0 (resp. quand

h — 0", h — 07). En posant x = xo+h, il est équivalent d’étudier le taux d’accroissement x_lxo (f(x)—f(z0))
quand x — z( (par valeurs supérieures ou inférieures éventuellement)

Cette limite est appelée vecteur dérivé (nombre dérivé si E = K) ou plus simplement dérivée, de f en xq
(resp dérivée a droite, & gauche de f) et on la note f'(x¢) = limp_,0 %(f(xo +h)— f(x0)> (resp f(zo) =

limy, o+ %(f(xo +h) — f(aco)) pour la dérivée a droite en g et f,(wo) = limj,_o- %(f(xo +h) — f(xo))
pour la dérivée a gauche).

Remarque : Toutes les normes sur E étant équivalentes, 'existence et la valeur de la limite du taux

d’accroissement est indépendant du choix d’une norme sur E : ce ne serait bien sir pas le cas si 'on se
placait dans le cas plus général, mais hors programme, d’un evn E de dimension infinie.

1.1.2. Quand x( est une des extrémités (finies) de I, on dit indifféremment dérivée de f en xg, ou dérivée
a gauche (ou a droite, selon que xg est 'extrémité droite ou gauche de I) de f en xo.

1.1.3. On a I’équivalence

’ [ est dérivable en x < f est dérivable & gauche et a droite en xq et fj(wo) = f;(w0)- ‘
Pour <= en effet : en notant alors ¢ = f}(x0) = f'g(x0), on a

H%(f(xo +h)— f(xo)) -4 ‘ < e pour h €]0,61] et dans [—da,0[, donc pour tout h €] — §,0[\{0} en posant

0 = min(dy, d2). Le sens réciproque est immediat.

1.1.4. Dans le cas ou E = R et ou le quotient %(f(xo +h) — f(aco)> posséde une limite infinie en 0, on

dit que le graphe I'y de f admet en (zo, f(x0)) une tangente verticale (d’équation = = x¢) (et pareillement
en cas de limité & droite, ou a gauche infinie). Mais f n’est pas dérivable dans ce cas.

1.1.5. En utilisant les notations de Landau, on peut réécrire additivement la dérivabilité. Pour varier, je
note x = xg + h la variable (z — xg)
f est en effet dérivable en xy < il existe £ € E tel que w_lwo (f(a;) - f(xo)) =L+ 0z54,(1)

< il existe £ € E tel que f(z) = f(xo) + (. — 20)€ + 0p—yzp (T — Z0).
Rappelons que cette derniére écriture signifie que pour tout € > 0, on a la majoration
| f(x) = f(z0) — (x — 20)|| < |z — xo|e pour tout x suffisamment voisin de xg.
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1.1.6. Proposition : Soit f: I — FE et xg € I. On a limplication
’ f dérivable en xy = f continue en xg. ‘

PREUVE : En effet, on a
f(iL’) = f(x()) + ((E - :L'O)f + Oz —zx (l’ - xO) = f(iL’()) + O:L‘*}Eg(l)' g

=Oz—xg (1)

1.1.7. L’application f : I — E est dite dérivable sur I, abrégé en D! sur I, si f est dérivable en tout
xo € I : on note alors D!(I, E) I'ensemble (en fait le K-ev) des applications dérivables sur I.

L’application f': I — E, z — f’(x) est alors bien définie : on la nomme dérivée de f.
L’application D : DY(I,E) — Z(I,E), f — f' s’appelle quant & elle la dérivation : bien faire la différence
entre ces deux applications (par ex, la dérivation est linéaire, mais pas la dérivée en général) est essentiel.

Quand P'application f' : I — E, z — f'(z) est elle méme continue, on dit que f est continiment dérivable
sur I, abrégé en C' sur I. L’expression f est C! en xy est un barbarisme.
On note C!(I, E) I'ensemble (en fait le K-ev) des applications C! sur I.

1.1.8. On dit que f est D? (resp. C?) sur I si f’ est elle méme D! (resp. C!) et on note f” = (f') la
dérivée seconde de f.

Plus généralement, on peut dire que f est deux fois dérivable, ou D?, en xq si f est dérivable au voisinage de
Zo, i-e. si f’ est bien définie au voisinage de xg, et si f’ est dérivable en g, sans que f’ ne soit nécessairement
dérivable en d’autres points que xq. Par contre, 'expression «f est C? en x¢» est dénuée de sens.

Par récurrence sur n > 1, on dit que f est D™ (resp. C") sur I si f est D"~1 (resp. C"1) et si F=1 est
elle méme D' (resp. C'). On note alors f(™) := (f(»=D) la dérivée n—iéme de f.

On note D™(I, E) (resp. C"(I, E)) ensemble (en fait le K-ev) des fonctions n fois dérivables (resp. n fois
continiiment dérivables) sur I.

Quand f est D™ sur I pour tout entier n, on dit que f est lisse ou d’ordre infini ou C* et on note C* (I, E)
I’ensemble (en fait le K-ev) des fonctions lisses sur I.

On montre alors par récurrence sur n > 1 que si f est D™, alors on a f(™ := (f')(»=1) et plus généralement
que pour tous p,q € N tels que p+ ¢ < n, on a (f®)@ = (f(@)®) = f(P+9) On peut alors donner un sens
a lexpression «f est n fois dérivable, ou D", en x¢» : c’est quand f est n — 1 fois dérivable sur un voisinage
de zg et que f(»~1) est elle méme dérivable en zo (on note alors £ (zq) cette dérivée).

On a, grace a la prop. 1.1.6, les inclusions ’ C"tY(1,E) c D"*Y(I,FE) c D"(I, E) ‘ pour tout n € N.

1.2. Théorémes généraux. On garde les mémes notations. Chaque proposition donne un résultat ponc-
tuel (en un zy € I), et donc chacune donne un résultat de dérivabilité globale sur I (valide en tout x € I)
qui n’est pas explicité.

1.2.1. Proposition : Soit

e f: I FE

o 1. (1 <k<n)les fonctions coordonnées de f dans la base & de E
On a l’équivalence

(2) f est dérivable en xq
(#) Pour toutk=1,...,n, fr est dérivable en xg

et si tel est le cas on a f'(xo) = Y p_y [r(x0)ek-

PREUVE : Pour h # 0, on a %(f(:co +h)— f(zo)) => wek et on invoque la caractérisation

de la limite des applications & valeurs dans un evn de dimension finie par limite des fonctions coordonnées,
appliqué a h %(f(aco +h)— f(xo)). O.
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Ce résultat permet de ramener le probléme de dérivation des fonctions & valeurs vectorielles & celui, connu,
des fonctions & valeurs scalaires.

1.2.2. Proposition : Soient

o [ un intervalle non réduit a un point et xg € I,

o Fy,...,E, des K-ev de dimension finie,

e E=FE x---xEp,

e f: I — E une application dont on note les composantes fi, de sorte que f(x) = (fl(xo), . fp(xo))
On a ’équivalence

(2) f est dérivable en xq

(#) Pour toutk=1,...,n, fr est dérivable en xg

et si tel est le cas on a f'(xg) = (f{(:z:o), e f;(:co)).

PREUVE : Méme démarche en invoquant cette fois la caractérisation de la limite des applications a valeurs
dans un produit fini d’evn de dimension finie par limite des fonctions composantes. [J.

1.2.3. Proposition : Soient

o [ un intervalle non réduit a un point et xg € I,
e F F des K-ev de dimension finie,

e .. E — F une application linéaire,

o f: I F

Supposons :

f est dérivable en xq,
Alors

Lo f est dérivable en xo, avec| (Lo f)'(zo) = L(f’(mo)) .

PREUVE : Méme démarche en invoquant cette fois la caractérisation de la limite des applications a valeurs
dans un produit fini d’evn de dimension finie par limite des fonctions composantes. (.

1.2.4. Corollaire : La dérivation est linéaire, au sens que pour toutes f,q : I — FE dérivables en xo et

pour tous A\, ;u € K, on a A\f 4 pg dérivable en xg avec’ Af + ug) (o) = M (x0) + pg'(zo) ‘

PREUVE : On introduit L : K2 — K, (x,y) — Az + py, qui est clairement linéaire, et h : z (f(x),g(x))
La prop 1.2.3 appliquée & L o h nous donne le résultat, puisque la prop 1.2.2 quant a elle la dérivabilité de
h en xg avec h'(xg) = (f’(:co),g’(xo)) 0.

1.2.5. Proposition : Soient

e [ un intervalle non réduit a un point et xq € 1,

o Fy,..., B, F des K-ev de dimension finie,

e B:Ei x Ey x - x E, = F une application p—linéaire,

e Pourtoutk=1,...,p, fr: I — Ej une application

o f: I — E Uapplication définie par f(z) = B(f1 (z),..., fp(x))
Supposons :

Pour tout k, fi. est dérivable en xg,
Alors

f est dérivable en xq, avec| f'(xg) = ZB(fl(xo), ooy fe—1(o), fr(®o), fre1(zo), .- .,fp(ajo)) .

P
k=1
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PREUVE : Supposons p = 2 pour simplifier les notations. On travaille additivement
B(fi(wo+h). folwo + b)) = B(fu(xo) + hfi(wo) + o(h). folwo) + hf3(x0) +o(h))
= B(fi(0). f2(w0) ) + hB(fi(20). fo(w0) ) + hB(fi(x0). f3(w0))
+B2B(f{(@0), f(0)) + B(o(h), fa(w0) + hf3(wo) + o(h))
+ B(fi(w0) + hfi (o) + ofh), o(h)).
Les trois derniers termes sont des o(h) :
e c’est clair pour hQB(f{(xo), fé(xo)) qui est un O(h?)

e La continuité de B assure l'existence d’une constante C' telle que ||B(z1,22)|| < Cllz1]1.||z2||2, et done
pour € > 0 fixé et h assez petit on a

HB(o(h), Falo) + hf} (o) + o(h)) < Celhl.|| fa(wo) + hfh(xo) + o(h)||2 < C'|hle, ce qui montre que le 2nd

terme est un o(h); le 3¢ terme se traite de méme.

Le cas général se fait par récurrence, 'initialisation pouvant se faire & p = 2; pour ’hérédité, on part de
I'égalité
B(fi@o+ 1), fora(wo + 1) = B(fulao + ). folwo + h). foga(@o) + hfyi (w0) + o(h))
= B<f1 zo+h),..., fp(zo+h), fp+1($o))
+ BB (fi(wo + 1), - Fp(@o + ), Fpi (@0))

+ B(filwo +h),..., fylwo + h),o(h)).

=o(h) comme cas p=2

o~ o~

Le ler terme se traite par h.r. puisque 'application (z1,...,2,) — B (Jcl7 e T, fp_H(xo)) est p-linéaire, on

a donc par h.r.

B(filzo+h), - folwo+h), fyra(w0)) = B(fa(@o), - fo(w0), fora (o))
+ RSy B(fu(@), o fi(w0)s o Syl@), Fyia (o)) + o(h)

le 2éme se traite par continuité de B qui nous assure que
B(fu@o + ), fylwo + 1), f2(20)) = B(f1(@0), - Fp(@0), Fpa(@0) ) + (1) et done que

hB (fl(aro F R, folzo + h), ;H(xo)) _ hB(f1 (@0)s- -+ fol(@0): f;H(:co)) +o(h).

De tout ceci résulte
B(fl(zo + h), ceey fp+1(l'0 + h)) = B(f1($0), ey fp+1(I0))
+ By B(Ai@), s Fiw0)s s fyl@), fye (o) )

+ hB (fl(xo), cee fp(xo),fz’ﬂrl(xo)) + o(h) ce qui est exactement le ré-

sultat voulu au rang p + 1. .

Applications :
e Soit E un espace euclidien, f,g : I — E dérivables en zg, alors h(z) = (f(:r) | g(x)) est dérivable en x

avec | h'(zg) = (f/(ﬁo) |g($0)) + (f(%) |9I(~T0)) .

e Soit E un espace de dimension n, % une base de F et fr : I — E (1 < k < n) des applica-

tions dérivables en xg, alors g définie par g(z) = detg (fl(x), - ,fn(x)> est dérivable en xq avec

o/ (0) = 3 detia (fa(o). ... fh(x0). .. Fu(x0))

k=1

1.2.6. Proposition : Soient
o [ J des intervalles non réduits a un point
e tyc J,
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e F un K-ev de dimension finie,

e p:J—1
o f: I F
Supposons :

hypl | ¢ est dérivable en t,
hyp2| f est dérivable en xo = o(ty),

Alors
f o est dérivable en to, avec ’ (fow) (x0) = ¢ (to)f ((to)) ‘

PREUVE : On a d’une part ¢(tg+h) = xo+h¢'(tg)+o(h) ce qui donne (fop)(to+h) = f(xo+he'(to)+o(h)).
D’autre part la dérivabilité de f fournit, e > 0 étant fixé

(@0 + R (to) + o(R)) = f(wo) = (A (to) + o(h) ) (o) | < el (to) + o(h)| < cste.e|h] dos que h est
suffisamment petit, ce qui assure que
f(zo + he'(to) + o(h)) = f(zo) + (h(p’(to) + o(h))f’(xo) + o(h) (on a prouvé ici un résultat de composition

de 0), d’ott le résultat par absorption de o. O

Attention : On a parfois besoin de dériver go f avec f: I — E et g: E — F : noter que g n’est pas une
fonction d’une variable réelle, c’est le cours de calcul différentiel qui donnera des hypothéses et un résultat
général permettant de le faire.

1.2.7. Proposition (IAF) : Soit

e [ un intervalle non réduit a un point
o f: I F

Supposons :

f est Cl sur I,

hyp2| f' est bornée sur I (ce qui est automatique si I est un segment)
Alors

[ est lipschitzienne, et plus précisément si k > 0 est tel que || f'(z)|| < k pour tout x € I, on a, pour
tous x,y € 1, [[f(x) — f()|| < klz —y|

PREUVE : On va prouver un résultat plus fort, sous la seule hypothése que f est dérivable, et on verra
plus loin une preuve plus directe s’appuyant sur le calcul intégral. On fixe o € I et on va montrer que
I f(x) = f(zo)|| < k|x — x0| pour tout z > z. Fixons £ > 0 et considérons

I(zg,¢e) := {z € I N[z, +oo[; (Vt € [zo,z])(||f(t) = f(mo)| < K|t — xo| + e(t — z0))}. Par construction,
I(zg,€) est convexe donc est un intervalle : montrons que I(xg, ) = I N [zg, +00|.

(f(t) —f(xo)) tend vers f'(xo) quand t — g et que || f'(zo)|| < k+¢e,onat € I(zg,e)

pour t > xg assez voisin de xg. Ainsi I(xg,e) n’est pas réduit a zo.

e Déja, comme 5 L
—_

e On procéde par 'absurde : supposons que x; := sup I(xg, ) soit dans I : comme tout ¢ < x; est dans
I(x0,€), on aurait || f(t) — f(xo)|| < k|t —xo| +e(t —x0) et donc en faisant ¢ — x4, il vient 1 € I(xo,€).

e Comme ci dessus, vu que — (f(t) - f(xl)) tend vers f'(z1) quand t — x1 et que || f'(z1)]| < k+e¢, on

t*l?l

a H t_lwl (f(t) — f(x1)> H < k + ¢ pour t > x; assez voisin de x1, et donc pour un tel ¢ on a

1) = flo)ll < [IF(#) — ()]l + [ f(21) — f(wo)|| par IT

< (k+e)(t—z1)+ (k+¢e)(x1 — o), ce qui assure que t € I(xg,&) pour t > x1 assez

voisin de 1, contredisant la définition de x;. Ainsi ’I(:co, e) = 1INz, +00] ‘

On adonc || f(x)—f(zo)| < klx—xo|+e(x—20) pour tout x > xo dans I, et en faisant € — 0, on a le résultat. OJ

Remarque si I est un segment ’hypothése 2 est automatiquement satisfaite, par continuité de f’ sur un
segment.
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1.2.8. Corollaire (caractérisation des fonctions constantes) : Soit
e [ un intervalle non réduit a un point

o f: I F

Supposons :

f est C! sur I,
f':OsurI,

Alors

f est constante

PREUVE : On applique I'TAF avec k =0 O

1.2.9. 1l est commode de regrouper dans un seul énoncé la généralisation a ’ordre n des propositions pré-
cédentes. Il s’agit donc de résultats globaux, et ’on invoquera les théorémes généraux relatifs a la dérivation
a l'ordre n leur emploi. Les démonstrations consistent en des récurrences faciles que ’on ne présentera pas.
Proposition (dérivées d’ordre supérieur) : Soit

enecNU{{oco}

o [ J des intervalles non réduits a un point

e E.FE; (i=1,...,p) des K-ev de dimension finie

e fg:I—>F

o f1. (1 <k <d)les fonctions coordonnées de f dans la base B de E

e \ueK

e [ : E — F linéaire

ep:J—1

o hz I — F; (221,,]9)

e h:I— FEyx---x E, définie par h(x) = (hl(gc), . .,hp(ac))

e B: F1 xEy— F bilinéaire

e H: I — F définie par H(z) = B(hl(x), hg(x))

On a alors les équivalences :

o [ est D™ (resp C") sur I & les fi, sont toutes D™ (resp C™)

o h est D" (resp C™) sur I < les hy, sont toutes D™ (resp C™)

d
et si tel est le cas on a| f™ () = Z fi(n)(:v)ei et| bW (z) = (hgn)(;v)7 cey h;") (:v)) respectivement.
i=1

De plus, si l’on suppose

fy9,h1, ha, @ de classe D™ (resp C™) sur I ou J.
Alors

Lo f est également D™ (resp C") sur I avec | (Lo f)™ = Lo f™ |

A+ g est également D™ (resp C™) sur I avec|(Af + ,ug)(”) =Af™ 4 pg™ |,

(1) B (1 @ w) |

H est également D™ (resp C") sur I avec| H™ () = Z
k=

0

f oy est également D™ (resp C™) sur I.

2 Intégration.

Il s’agit de donner un sens a f; f(z)dz pour f: I — E suffisamment réguliére. On pourrait reprendre a
zéro la construction de l'intégrale de Darboux-Riemann vue en sup, mais il faudrait contourner ’absence de
relation d’ordre sur E (lordre naturel de R est omniprésent dans le cas des fonctions & valeurs réelles), ce
qui conduit & des complications théoriques. Il est plus simple, mais moins intrinséque a priori, de s’appuyer
sur les fonctions coordonnées.
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2.1. Définitions. On conserve les notations transversales : en particulier, E est un K-ev de dimension
finie (sans quoi, tout s’effondre vraiment sans hypothése supplémentaire de complétude).

2.1.1. Définition. Soit f : [a,b] = E. On dit que f est continue par morceauz (Cpy,) sur [a,b] s’ existe
une subdivision xo = a < x1 < -+ < T, = b de [a,b] telle que pour tout i = 0,...,n —1 la restriction de f a
Jzi, xi11] se prolonge en un fonction continue sur [z;,x;y1], en d’autres termes si pour tout i =0,...,n—1:
(1) la restriction de f & |x;, ;41| est continue sur |z;, x;y1]

(i4) f posséde une limite o droite (resp & gauche) finie en x; (resp xit11)

2.1.2. Définition. Soit I un intervalle quelconque et f : ItoE. On dit que f est continue par morceaux
(Cpm) sur I sila restriction de f a tout segment de I est Cpy, au sens de la définition précédente.
On note Cpp, (I, E) Uensemble (en fait 'espace) des fonctions Cp,y, sur I.

On a l'inclusion | C°(I, E) C Cpp (I, E) |.

2.1.3. Attention! La régularité de type continuité par morceaux est peu stable vis a vis des opérations
naturelles. En particulier

e la composée de deux applications C,,, peut ne pas étre C,,, (prendre f(z) = xsin% et g = fonction
indicatrice de Ry : g o f a un probléme en 0) — on verra plus bas que si g est en fait continue, la composée
go f demeure Cpy,,

e le prolongement par continuité de f :]a,b] — E supposée C,,, & [a,b] peut ne pas étre Cp,, (prendre

f:]0,1] valant % sur } %ﬂ, ﬂ : f se prolonge par continuité en 0 en posant f(O) = 0, mais fn’est pas Cpm
sur [0,1] car infinité de discontinuités sur [0, 1]).
o Une suite de fonctions C,,, convergeant uniformément n’a pas nécessairement sa limite C,,, (prendre f,

valant 1 sur :|k7il7 ﬂ pour k = 1,...,n et nulle sur [0, %H} : chaque f, est Cpp, et (fn) CvU vers la f

précédente).

2.1.4. Proposition : Soient

o f: I F

o f1. (1 <k <n)les fonctions coordonnées de f dans une base B de E
On a ’équivalence

(i) f est Cpm surl
(2) Pour toutk=1,...,n, fi est Cpy, sur

PREUVE : On fixe J C I un segment.

Le sens (i) = (i) ne pose pas probléme car une subdivision adaptée a la restriction de f a J lest automa-
tiquement & ses coordonnées (du fait que f posséde une limite en un point si et seulement si ses fonctions
coordonnées aussi).

Pour la réciproque, on fixe oy une subdivision adaptée a (la restriction de) fx, et 'on considére une subdi-
vision o plus fine que toutes les o}, par exemple celle obtenue en prenant, et réordonnant, tous les points de
toutes les 0. On vérifie par le méme argument que cette subdivision est adaptée a (la restriction de) f (a
J). O

2.1.5. Proposition : Soient

o B Ey,...,Ey F des K-ev de dim finie,
o f: I F

o fr: I > Er 1<k<n),

e g: Ey x---x E, = F une application.
Supposons

hypl | f et les fi toutes Cpy, sur I.
hyp2| g continue

Alors
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Uapplication = — g(f1 (x),..., fp(x)) est Cpp, sur I,

Uapplication x — (fl (@), ..., fp(x)) est Cpp, sur 1,

la restriction de f a tout segment inclus dans I est bornée.

PREUVE : Pour le premier point, on fixe un segment J C une subdivision o adaptée a toutes les restrictions
des fi sur J, par exemple celle obtenue en choisissant une subdivision o} adaptée a (la restriction de) fj
et en faisant la réunion des points des oy : la continuité de g assure que o est adaptée & la restriction de
go(fi,.-., fp). Le second point se montre de méme.

Pour le troisiéme point, on prend g = ||.||, p =1 et f1 = f : le ler point assure que g o f est C,,, sur I, &
valeurs dans R, donc bornée sur tout segment d’aprés le cours de sup. [J

2.2. La définition de l’intégrale. Soient

e F un K-ev de dimension finie et & = (ey,...,e,) une base de E,

o f: [a,b] = E une application C,,,

o fi (1 <k <n) les fonctions coordonnées de f dans la base %.

On souhaiterait définir ff flz)dz :==>"7_, (fj fr() dm) er, mais cette définition dépend a priori du choix
de la base 4.

Soit donc € = (e1,...,€,) une autre base de E, @i (1 < k < n) les fonctions coordonnées de f dans la

base € et montrons que >, _, (f fr(z dx) €k =D pney (f or(T da:)sk

La formule de changement de base assure 'existence de scalaires (a; j)1<i,j<n tels que e = 2221 Qg peq pour
tout k, de telle sorte qu’en notant P = [a; j]1<i j<n O ait [x]z = P[]y et donc

s (1) e = S (12 S s o) e

=D D opy Qe ( f; or () dx) e¢ par linéarité de lintégrale scalaire

— ZZ:l (fab or(z)dz. Z (L[ykez) par Fubini-sommes finies, d’ou

(=1
——

5

n

i (/ab Je(x) dx)eg = (/ab or(z) do:)gk .

(=1 k=1

n b
On peut donc légitimement définir f(z)dx := Z ( / fe(x) dx) e |, avec les variantes habituelles

ff dx—fab]f(x)d$:f:f.

Exemple concret : Soit t € [a,b] — M(t) € M, ,(K) une application a valeurs matricielles, Cy,, : la
matrice fab M (t) dt est la matrice dont le coeff i, j vaut f; M; ;(t) dt.

2.3. Théorémes généraux.

2.3.1. Proposition (sommes de Riemann) : Soit
o F un K-ev de dim finie,
o f:[a,b] = E,

Supposons

f € Cpm([a,b], E).
On a alors
(CO)timnoe 228 320 £ (0t (0 —a) = [ f
PREUVE : On fixe une base 4 de E : pour toute fonction coordonnée fj de f on a

. _ 1 b N , L. )
lim,, 00 bT“ ZZ:O fr (a + %(b — a)) = fa S par le cours de sup, d’ou le résultat par caractérisation coordonnée
par coordonnée de la convergence en dimension finie. [
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2.3.2. Corollaire (IT) : Avec les mémes notations et hypothéses, on a pour toute norme |.| sur E

b b
[t <[
PREUVE : Fixons n > 1. On a

‘ bra sl f(a+ E(b—a)) H < bma g |f (a+ £(b—a))|| par IT et en faisant n — oo, le résultat vient

par passage a la limite dans les inégalités, par convergence des sommes de Riemann. [J

linégalité triangulaire intégrale

2.3.3. Convenons de poser f:f = — f[b_a] f si b < a et de toujours noter f les diverses restrictions de f
aux segments de I. On a alors /

Proposition (relation de Chasles) : Soit

e FE un K-ev de dim finie,

e [ intervalle de R et a,b,c € I,

o f: I FE,

Supposons

f€Cpm(,E).

On a alors

A flr=fr+ 001

PREUVE : En fixant une base de E, la relation de Chasles vue en sup donne ’égalité pour les coordonnées,
et par combinaison linéaire le résultat vient. [

2.3.4. Proposition (linéarité) : Soit
e F F des K-ev de dim finie,

of: I E,

e L:E—F

Supposons

f € Cpml(l,E),
L linéaire.

On a alors

(ca) Jiwor)=1(]) )

PREUVE : Fixons n > 1. On a

n—1 n—1
b— k b— k
L( - a4 Z f (a + ﬁ(b — a)) ) = — a4 ZL (f (a + ﬁ(b — a))) par linéarité de L, et le résultat vient
k=0 k=0
pved M = aLef)

n— oo

par unicité de la limite et sommes de Riemann. [J

n—oo

2.3.5. Corollaire (applications a valeurs dans un produit) : Soit
o Fy,..., B, des K-ev de dim finte,

o pour tout k=1,...,p, fr € Cpm([a,b], Ex) ,

o f:a,b] = Ey x --- x E, Uapplication de coordonnées les fi

On a alors

b b b
@0 ' (1 e f5)
PREUVE : Notons £ = Eqy x---x E,. On a f(z) = (fl(x), ce fp(:zz)) pour tout z et il s’agit de montrer que
la k-iéme composante du vecteur fab f de E vaut ff f. Or en notant my : E — Ej, m application k-iéme
composante, m est linéaire, donc la proposition 2.3.4 donne (f; f) = f: m o f, ce qui est le résultat
——

=fr
voulu. OJ
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2.3.6. Corollaire (linéarité) : Soit
o F un K-ev de dim finie,

* f7g € Cpm([avb]vE) ’

e \peK,

On a alors

b b b
([CO LI +ug) =] F+uf)g
PREUVE : C’est une conséquence de la prop 2.3.4 et du corollaire précédent en prenant L : K? — K,
(z,y) = Az + py. O

2.4. Lien avec la dérivation. Il s’agit de généraliser le théoréme fondamental de ’analyse, ou théoréme
fondamental du calcul différentiel et intégral, et ses conséquences.

2.4.1. théoréme (TFA) : Soit

o F un K-ev de dim finie,

o [ intervalle de R non réduit ¢ un point et a € I,
e f: I FE,

Supposons

f continue sur I,
Alors
F,:x— f; f est une primitive de f et c’est l'unique primitive de [ s’annulant en a.

Pour toute primitive F de f sur I on a f: f=F(@)— Fl(a)

PREUVE : Fixons une base de E : le TFA vu en sup assure que les fonctions coordonnées de F, sont des
primitives, donc par la prop 1.2.1 F, est bien une primitive de f. Le reste suit, puisque deux primitives
quelconques de f sur lintervalle I différent d’une constante (la dérivée de la différence étant nulle sur ) O

2.4.2. Application : autre preuve de I'IAF. Dans le cas de f : [ — E continiiment dérivable, on a
done f(b) — f(a) = [ f'(t)dt, et donc par IT
17(6) = f(a)|| = ‘ fab 1@ dtH < [max(ab) I/ (®)| dt < k|b— a| si k majore || f’||, par croissance de l'intégrale.

min(a,b)

2.4.3. Théoréme (IPP) : Soit

o F. FEy F des K-ev de dim finie,

e [ intervalle de R non réduit a un point et a,b € I,
e Pouri=1,2 f;: I - F; ,

e B: FE1 X Fy — F une application.

Supposons

hypl| f1, fo contindment dérivables sur I,
hyp2 | B bilinéaire.

Alors
b
150, £0) dt = [B(A@0), £0)] = 17 B(10.50) d.
PREUVE : En effet, t B( A1), fg(t)) est une primitive de ¢ — B( F10), fg(t)) n B( ft), fg(t)) O
2.4.4. Théoréme (Changement de variable) : Soit

e F un K-ev de dim finie,
e I, J intervalles de R mon réduit a un point et o, 5 € J,

e f: I FE,
e ©: J — I une application.
Supposons

hypl | f continue par morceauz sur I,
hyp2 | ¢ contindment dérivable.

10
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Alors
Sy du =[] oW (e0)) d.
PREUVE : En effet, z — f@(z) flu)duet z— [7 f(cp(t))go’(t) dt ont méme dérivée par TFA et sont égales

o(a)
en r = «, donc partout. [J

2.4.5. Théoréme (formule de Taylor-Lagrange) : Soit
o F un K-ev de dim finie,

o [ un intervalle de R non réduit a un point et a,b € I,
of: I E,

encN,

Supposons

f de classe C"*1 sur I,

Alors

n!

& b_ak ’ b—1)" n+1 b—a)"t! ! n g(n+1
s -3 O @) = [ B e a = CE g (- wack un)

PREUVE : On procéde par récurrence sur n, le cas n = 0 étant le TFA, I’hérédité consistant & une IPP

pratiquée avec B : K x E — E, (\,z) — Az avec f1(t) = (1’_27),“ et fo(t) = £ (t). On peut aussi constater
I’égalité des fonctions coordonnées.]

2.4.6. Corollaire (inégalité de Taylor-Lagrange) : Soit
o F un K-ev de dim finie,

o [ un intervalle de R non réduit a un point et a,b € I,
of: I E,

encN,

L4 n+1 € R7

Supposons

hypl)| f de classe C*t sur I,
hyp2 | | fOHD ()| < M1 pour tout t situé entre a et b.

Alors
~ (b—a)* (b—a)"
10 =32 == <« T M |

PREUVE : L’égalité de Taylor Lagrange suivie de I'I'T donne
k n max(a —t)" . .
|76) = 5o s @] = || S| < Y SO de puis en majorant

a n! min(a,b) n!
| £ D (#)|| par M, 41, la croissance de l'intégrale donne I'inégalité voulue. O

2.4.7. Théoréme (formule de Taylor-Young) : Soit
o F un K-ev de dim finie,

o [ un intervalle de R non réduit a un point et a,b € I,

o f: I F,

encN,

Supposons

f de classe C™ sur I,
Alors

_ - (x_a’)k (k) _ n
J@) =2 9 @) 4 0 ((0 - @) |

k=0

11
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PREUVE : Supposons plutot que f est C**1. L’inégalité de Taylor-Lagrange montre qu’alors

k
flx) =Y, %f(k) (a) = Ozsa ((a: - a)"“‘l). Si l’on veut vraiment prouver le résultat plus fort donné
dans I’énoncé, on procéde par récurrence sur n, et I’on s’appuie sur le

Lemme : Soit ¢ € C'([a,b], E) telles que ¢'(z) = or_m<(x - a)”), alors on a

p(x) —p(a) = 0za ((w - a)"+1>

qui se prouve en écrivant ||p(z) — p(a)|| = ’ el < e [t ™ dt dés que x est assez proche
de a. X
On applique alors le lemme avec ¢(x) = f(z) — Zié %f”’f) (a). O

3 Suites et séries de fonctions a valeurs vectorielles.

3.1. Théoréme (Primitivation et CvU). Soit

e FE un K-ev de dim finie,

o [ un intervalle de R non réduit a un point et a € I,
® (fn)pen suite de C°(1,E) ,

o f: I FE.

Supposons

(fn)nen CvU sur tout segment de I vers f,
Alors

[ est continue sur I et en posant Fy,(x) = [ fn et F(z) = [ f,
(Fn)pen CvU sur tout segment de I vers F.

PREUVE : Le premier point vient du cours sur les evn : la CvU locale préserve la continuité.
Pour le second, soit J = [«, 8] un segment de I, et J' = [/, §'] un segment de I contenant a la fois J et a,
parexJ’—[,B]U[ al. Pour z € J', on a

Fuw) = F@)| = [[Z(fn— D] < S22 11 (0) = £(0)] dE < [ fu — Flloer % (8 — '), qui est un majorant
————
San_fHoc,J’

indépendant de x tendant vers 0 avec n, d’ott le résultat. O

Le méme Théoréme, version série de fonctions. Soit
o F un K-ev de dim finie,

e [ un intervalle de R non réduit ¢ un point et a € I,

e > w, série de C°(1,E) ,

Supposons

> u, CoU sur tout segment de 1,
Alors

m f =30 un est continue sur I et en posant Un(z) = [ u, et F(z) = [ f,
> U, CvU sur tout segment de I vers F.

3.2. Corollaire. Mémes notations en prenant I = [a,b]. Supposons

(fn)nen CvU vers f sur I,

Alors

Jfn—= 11 f,

Le méme Théoréme, version série de fonctions. Soit
e F un K-ev de dim finie,

o [ =[a,bl],

o > u, série de C°(I,E) ,

Supposons

> u, CoU sur tout segment de 1,

12
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Alors
Lo L b b oo o b
la série de terme général [ u, converge dans E avec [ >0 jun =y "o [ un

3.3. Théoréme (Dérivabilité a ’ordre p et CvU). Soit
o F un K-ev de dim finie,

e [ un intervalle de R non réduit a un point,

epeN,

® (fn)nen suite de CP(I,E) ,

e pour tout k=0,...,p, gr : I — FE.

Supposons

Pour tout k=0,...,p—1, (fT(Lk))n CvS vers gy ,

hyp2 | ( T(Lp))neN CvU sur tout segment de I vers g,
Alors

go est de classe CP sur I et
Pour tout k =0,...,p, gék) = k-

De plus, (fy(Lk))neN CvU sur tout segment de I vers gy pour tout k=0,...,p.

PREUVE : On procéde par récurrence sur p, et il n’y a rien & démontrer pour p = 0. Supposons donc le
résultat prouvé pour le rang p et supposons que (f,) soit une suite de fonctions satisfaisant ces hypothéses
au rang p + 1.

e Montrons d’abord que ( 7(1”)) CvU sur tout segment de I vers g, : en notant h, = T(LPH), on a f,(,p) (z) =
fép)(a) + H,(z), avec H,(z) = [ hy, (a étant un point quelconque fixé de I) et le théoréme de primitivation
des suites de fonctions assure que (H,) CvU sur tout segment de I vers H(z) = f; f®*tY Du coup, pour
tout J C I segment, on a

ny@ —(fPa)+ H)||ow.s < | f®)(a) — 7P (a)||+||Hy — Hl|oo,s qui tend vers 0. ceci démontre donc que ( )y
CvU sur tout segment de I vers f(P)(a)+ H. Mais comme par hyp, ( ,S”)) CvS vers gp, on a f®)(a)+H = g,,

ce qui assure ’ la CvU de ( ,(Lp )) sur tout segment de I vers g, ‘

e L’hyp de récurrence s’applique donc, puisqu’on sait désormais que ( ép )) CvU sur tout segment de I vers

gp, et donne les égalités, pour tout £ =0,...,p, g(()k) = k.

e Enfin I'égalite f(P)(a) + H = g, assure par TFA que g, est C! de dérivée fP+1) et on en déduit donc enfin

que ’ go est de classe CP*T! avec pour tout £k =0,..., jusqua p + 1, g(()k) = gp. ‘ O

3.4. Corollaire (Dérivabilité a ’ordre infini et CvU). Soient
o F un K-ev de dim finie,

e [ un intervalle de R non réduit a un point,

o (fu)pen suite de C*(I,E) ,

e pour toutp €N, g, : [ — E.

Supposons
Pour tout p € N,( ép))neN CvU sur tout segment de I vers g,
Alors

go est de classe C*° sur I et
Pour tout p € N, g(()p) = Gp-

L’hypothése peut étre légérement affaiblie, mais en pratique cele n’est pas trés utile : il suffit de supposer

( 7(150(17)))

I’existence d’une extraction ¢ : N — N telle que pour tout p € N, CvU sur tout segment de I vers

Jo(p)> €t la CvS sur I de ( fy(Lk))n vers gj pour tout k. C’est de toute facon hors programme tel quel, il faudrait
justifier cela au cas par cas en menant une récurrence a partir du théoréme précédent.

13
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3.4.1. Les mémes Théorémes, version série de fonctions. Soit
o F un K-ev de dim finie,

o [ un intervalle de R non réduit a un point et a € I,

e p € N” (resp p=o00),

® > wu, série de CP(I,E) ,

Supposons

Pour tout k €[0,p — 1], (Z u%’“)) N CvS sur I (resp. pas d’hypl),
ne

(Z u%p)>nEN CvU sur tout segment de I (resp pour tout k € N, (Z ug@))neN CvU sur tout segment
de I).
Alors
=507 un estp fois contindment dérivable (resp. lisse) sur I,
pour tout k €[[0,p] (resp. pour tout k € N), fk) =35> | ul

pour tout k €[0, p], (Z u%’”) N CvU sur tout segment de I.
ne

14



